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Re´sume´ - Nous e´tudions l’influence d’un champ magne´tique constant et vertical sur les structures de
l’instabilite´ de Rayleigh-Be´nard, ainsi que son effet sur les transferts de chaleur en paroi. Proche de la
stabilite´ marginale, l’e´coulement de´veloppe des structures fines qui s’e´largissent lorsqu’on s’e´loigne
de cette stabilite´ marginale. Localement, le transfert de chaleur est modifie´, les zones de fort transfert
correspondant aux zones ou` la vitesse dirige´e selon la normale sortante de la paroi est importante. Le
transfert global est le´ge`rement diminue´ par rapport au cas non magne´tique.
Nomenclature
Lettres latines
d hauteur de la cavite´, m
g acce´le´ration de la gravite´, m/s2
h coefficient d’e´change convectif, W/m2/K
j densite´ de courant sans dimension
k vecteur d’onde sans dimension
S surface d’e´change, m2
T tempe´rature sans dimension
u vitesse sans dimension
Symboles grecs
µ0 perme´abilite´ magne´tique du vide, T·m/A
α diffusivite´ thermique, m2/s
β coefficient de dilatation thermique, K−1
κ conductivite´ thermique, W/m/K
λ longueur d’onde, m
ν viscosite´ cine´matique, m2/s
Φ Potentiel e´lectrique sans dimension
σ conductivite´ e´lectrique, S/m
Indices et exposants
c paroi chaude
f paroi froide
p paroi
Nombres sans dimension
Ha Hartmann
Nu Nusselt
Pm Prandtl magne´tique
Pr Prandtl thermique
Ra Rayleigh
1. Introduction
Un champ magne´tique peut interagir avec l’e´coulement d’un fluide conducteur e´lectrique
dans de nombreuses situations, qu’elles soient naturelles [1], ou industrielles [2]. Dans les
situations industrielles, les champs magne´tiques servent a` amortir les e´coulements (magnetic
damping), a` brasser des bains, ou a` chauffer par induction [3]. Cette dernie`re application est no-
tamment utilise´e en recherche pour la suˆrete´ nucle´aire [4]. Lors d’un accident nucle´aire grave,
la perte de controˆle de la tempe´rature d’un re´acteur nucle´aire provoque sa fusion.
Le cœur en fusion (le corium) traverse la deuxie`me barrie`re de confinement (la cuve en
acier) puis interagit avec la troisie`me barrie`re (le radier en be´ton). La mode´lisation en labora-
toire d’un e´ve´nement de ce type est complexe, du fait notamment de la ge´ne´ration volumique
de chaleur du corium. En utilisant des champs magne´tiques alternatifs, on peut chauffer par in-
duction un corium prototypique (en UO2 appauvri), ce qui permet d’induire des courants dans
l’e´coulement, qui vont cre´er de la dissipation par effet Joule et donc ge´ne´rer une source de
chaleur volumique (cette technique est utilise´e notamment au Commissariat a` l’ ´Energie Atom-
ique (CEA) de Cadarache [4]). Le chauffage inductif induit e´galement une force de Lorentz
dans le fluide, susceptible de modifier l’e´coulement par rapport au cas re´el d’accident grave.
La dynamique de ce bain (couplage force de Lorentz, dissipation Joule et convection naturelle)
reste encore mal comprise, notamment pour l’estimation des transferts de chaleur aux parois
pour permettre de dimensionner les barrie`res de confinement.
Les champs magne´tiques constants sont e´galement utilise´s a` grande e´chelle dans l’industrie.
Ils servent notamment dans les pompes et les freins e´lectromagne´tiques [5], ou encore pour la
solidification d’alliages me´talliques. La magne´tohydrodynamique (MHD) en champ constant
a fait l’objet de nombreuses e´tudes dans des situations de convection naturelle dans des cas
Rayleigh-Be´nard [6, 7], mais soule`ve toujours des questions. Les pre´ce´dentes e´tudes ont montre´
une diminution du transfert de chaleur en paroi, due au champ magne´tique. Re´cemment, une
e´tude a montre´ en champ magne´tique horizontal que les structures de l’e´coulement avait un
nombre d’onde plus faible lorsque l’intensite´ du champ magne´tique e´tait augmente´e, a` e´cart de
tempe´rature fixe [9]. Dans le cadre des applications industrielles, la compre´hension des trans-
ferts de chaleur est de´terminante pour l’efficacite´ des proce´de´s. Il reste cependant des questions
fondamentales non re´solues, notamment par rapport aux structures dans un bain soumis a` un
champ magne´tique vertical. La compre´hension des transferts de chaleur, que ce soit en champ
statique ou alternatif, est de´terminante pour le dimensionnement des installations.
Nous proposons de de´velopper un outil de simulation nume´rique pour la MHD adapte´ a`
ces situations. La premie`re e´tape a consiste´ a` ajouter la force de Lorentz dans le code de
simulation nume´rique Jadim [8] dans le cas des champs magne´tiques constants. Ce travail a
permis d’apporter des re´sultats sur l’instabilite´ de Rayleigh-Be´nard dans le cas d’un champ
magne´tique vertical. A notre connaissance, il n’existe aucune simulation nume´rique instation-
naire pre´sentant la modification des structures par un champ magne´tique vertical et leur influ-
ence sur le transfert de chaleur. Nous avons montre´ que pour un e´cart de tempe´rature fixe´ entre
deux plaques horizontales, le nombre d’onde des structures diminuait lorsqu’on augmentait l’in-
tensite´ du champ magne´tique. Cette modification des structures affecte e´galement le transfert
de chaleur a` l’e´chelle locale, les zones de fort et faible transfert de chaleur suivant les motifs de
l’e´coulement. On observe une diminution du transfert de chaleur moyenne´ sur la paroi, due au
champ magne´tique, mais qui reste toutefois minime. Nous de´crivons dans ce papier tout d’abord
le cas e´tudie´ ainsi que les e´quations re´solues. Dans un second temps nous montrons l’influence
du champ magne´tique sur les structures de l’e´coulement. La dernie`re partie est consacre´e a`
l’e´tude du transfert de chaleur parie´tal.
2. Description du proble`me
2.1. Equations
On conside`re une couche fluide infinie confine´e entre deux plaques rigides et horizontales,
comme sche´matise´ a` la figure 1. Le fluide est soumis a` l’action d’un champ magne´tique vertical,
constant et homoge`ne et a` l’action de la gravite´. Les tempe´ratures sont impose´es aux parois, Tf
sur la paroi haute froide et Tc sur la paroi basse chaude, de manie`re a` ce que Tc−Tf > 0. Au-dela`
d’un e´cart critique, la couche fluide sera de´stabilise´e et de la convection naturelle apparaıˆtra.
Le syste`me est initialement au repos. Sous l’hypothe`se d’Oberbeck-Boussinesq, les e´quations
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Figure 1 : Sche´ma du cas e´tudie´. Les parois ont une conductivite´ thermique infinie. Le fluide est
soumis a` la gravite´ (flottabilite´) et a` la force de Lorentz.
conside´re´es s’e´crivent sous forme adimensionne´e (1) et (2) :
∂u
∂t
+ (u · ∇)u = −∇p+△u−
Ra
Pr
Tez +Ha
2j × ez, (1)
∂T
∂t
+ (u · ∇)T =
1
Pr
△T + Γj2. (2)
Pour adimensionner le temps, la vitesse et le champ magne´tique, t0 = d2/ν, U0 = ν/d et B0
ont e´te´ utilise´s. L’e´chelle de longueur est d et l’e´chelle de densite´ de courant est j0 = σU0B0.
La tempe´rature adimensionne´e est T = (T ⋆ − Tf )/(Tc − Tf), avec T ⋆ la tempe´rature en
Kelvin. Les nombres sans dimension qui apparaissent sont les nombres de Rayleigh Ra =
gβ(Tc − Tf )d
3/να, de Prandtl Pr = ν/α, de Hartmann Ha = B0d
√
σ/ρν et un nombre
carate´ristique de la dissipation Joule Γ = B2
0
d2/σµ2
0
ν(Tc − Tf)ρcp. La dissipation Joule est
ne´gligeable pour les faibles valeurs de Ha et en champ constant. Ce terme ne sera pas calcule´.
On de´finit ici l’ope´rateur nabla en coordonne´es carte´siennes ∇ ≡ (∂x, ∂y, ∂z) et l’ope´rateur de
Laplace △ ≡ ∇2. Les e´quations (1) et (2) sont respectivement les e´quations de Navier-Stokes
et de transport de chaleur. Dans le cas d’un champ magne´tique constant et de faibles nom-
bres de Prandtl magne´tiques Pm = µ0σν, l’induction du champ magne´tique est ne´gligeable.
C’est l’hypothe`se quasi-statique, qui permet d’e´crire le champ e´lectrique comme de´rivant d’un
potentiel E = −∇Φ. La densite´ de courant s’obtient par la loi d’Ohm :
j = −∇Φ + u× ez. (3)
Dans le cas des me´taux liquides, la charge e´lectrique est instantane´ment relaxe´e, le milieu reste
neutre e´lectriquement. Cette condition se traduit par ∇ · j = 0, et donc, d’apre`s (3), par une
e´quation de Poisson pour le potentiel e´lectrique :
△Φ = ∇ · (u× ez). (4)
Pour des parois e´lectriquement conductrices, les conditions aux parois pour le potentiel sont
des conditions de Dirichlet Φp = 0. La stabilite´ marginale de cet e´coulement a e´te´ e´tudie´e par
Chandrasekhar [10]. Il a de´termine´ l’e´cart de tempe´rature critique au-dela` duquel la convection
apparaıˆt. En terme de nombres adimensionnels, cela correspond a` un nombre de Rayleigh cri-
tique Rac. Dans le cas non magne´tique, Rac = 1708 et Rac ∼ π2Ha2 pour les tre`s grandes
valeurs de Ha. Les proprie´te´s du gallium liquide ont e´te´ utilise´es [11]. Le cas est re´solu avec
le code volumes finis Jadim [8] sur une boıˆte bi-pe´riodique dans les directions x et y, de coˆte´
10d. Les conditions pe´riodiques permettent de recre´er nume´riquement des conditions infinies.
Le maillage est choisi afin de respecter les crite`res donne´es par Gro¨tzbach [12] pour la simula-
tions nume´rique directe (DNS) de l’instabilite´ de Rayleigh-Be´nard. Le maillage se compose de
Nx × Ny × Nz = 256 × 256× 64 points. Les points de calcul sont repre´sente´s a` la figure 2 et
compare´s a` des simulations pour Ha = 0. La ligne pleine repre´sente la stabilite´ marginale. On
de´finit la grandeur ǫ = (Ra−Rac)/Rac, ou` Rac est le Rayleigh critique qui de´pend de Ha. Ce
parame`tre repre´sente la distance relative a` la stabilite´ marginale.
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Figure 2 : Repre´sentation des quatre points de calcul dans l’espace des parame`tres. La zone
grise´e repre´sente la zone stable ou` le transfert de chaleur se fait par diffusion.
3. Modification des structures convectives
Apre`s un re´gime transitoire, les structures s’organisent et deviennent stables. Dans cette
gamme de parame`tres (Ha,Ra), les rouleaux 2D sont favorise´s. Ceux-ci peuvent eˆtre par-
alle`les ou bien former des spirales. Les champs de vitesse verticale dans le plan z = 1/2 pour
(a) Ha = 0 (b) Ha = 18, ǫ = 5, 81 (c) Ha = 36, ǫ = 1, 38
Figure 3 : Champ instantane´ de vitesse verticale dans le plan z = 1/2, norme´ par l’amplitude,
pour Ra = 5 · 104. Bleu = positif, blanc = ne´gatif.
Ra = 5 ·104 et diffe´rents Ha sont repre´sente´s a` la figure 3. Sans champ magne´tique (fig. 3a) des
structures chaotiques apparaissent. Celles-ci sont ont tendance a` disparaıˆtre lorsqu’un champ
magne´tique est applique´ (fig. 3b). Elles deviennent inexistantes si le champ magne´tique est
suffisamment fort (fig. 3c). La force de Lorentz implique ainsi une forte re´organisation de
l’e´coulement en des structures moins chaotiques. La figure 4 donne les instantane´s de champ
vitesse pour les points ǫ = 0, 36 et ǫ = 6, 13. Comme dans les autres cas, le champ magne´tique
affecte se´ve`rement les petites structures de l’e´coulement : seuls des rouleaux quasi-2D subsis-
tent.
(a) Ha = 18, Ra = 104, ǫ = 0, 36 (b) Ha = 36, Ra = 1, 5 · 105, ǫ = 6, 13
Figure 4 : Champ instantane´ de vitesse verticale dans le plan z = 1/2, norme´ par l’amplitude.
Bleu = positif, blanc = ne´gatif.
Les structures peuvent eˆtre caracte´rise´es par leur longueur d’onde λ, ou de manie`re e´quivalente
par leur nombre d’onde k (cf figure 1). Pour un Ha donne´, l’augmentation de Ra favorise des
structures plus larges, donc a` plus faible nombre d’onde. Ces re´ductions des nombres d’onde
ont de´ja` e´te´ observe´es dans le cas non magne´tique et pour des Pr varie´s [13], ainsi que dans le
cas d’un champ magne´tique horizontal, pour des gammes de (Ha,Ra) similaires [9]. Cepen-
dant, en champ magne´tique horizontal, la stabilite´ marginale n’est pas modifie´e par rapport au
cas non magne´tique, i.e. Rac = 1708, quelle que soit la valeur de Ha. Nous montrons ici que
la re´duction du nombre d’onde est pre´sente pour les champs magne´tiques verticaux pour des
parame`tres (Ha,Ra) proches de ceux de Yanagisawa et al. [9]. Les re´sultats de la pre´sente
e´tude sont donne´es au tableau 1.
Ha 18 36 18 36
Ra 1 · 104 5 · 104 5 · 104 1, 5 · 105
ǫ 0, 36 1, 38 5, 81 6, 13
k ≃ 3, 8 ≃ 3, 8 ≃ 2 ≃ 2, 6
Tableau 1 : Structures stables. Pour de faibles valeurs de ǫ, le nombre d’onde dominant est
autour de k = 3, 8. Pour des valeurs plus e´leve´es de ǫ, le nombre d’onde diminue.
Nous avons montre´ ici que les structures convectives deviennent plus larges (a` Ha donne´)
lorsque Ra est augmente´. Le transport de chaleur se faisant essentiellement par convection,
(a) Ha = 18, Ra = 104, ǫ = 0, 36 (b) Ha = 36, Ra = 5 · 104, ǫ = 1, 38
(c) Ha = 18, Ra = 5 · 104, ǫ = 5, 81 (d) Ha = 36, Ra = 1, 5 · 105, ǫ = 6, 13
Figure 5 : Champ de Nusselt sur la paroi infe´rieure. Pour la paroi supe´rieure la re´partition des
zones claires et sombres est inverse´e.
ces structures seront responsables des e´changes aux parois. Elles vont influencer le transfert de
chaleur parie´tal a` l’e´chelle locale, mais aussi le transfert de chaleur moyen.
4. Influence sur le transfert de chaleur en paroi
Les calculs montrent que le champ magne´tique affecte la dynamique de l’e´coulement. En
conse´quent, les transferts de chaleurs seront modifie´s. On de´finit ici le coefficient d’e´change
convectif aux parois, de meˆme que sa moyenne sur la paroi :
h =
κ
∆T
∂T
∂z
∣∣∣∣
paroi
, (5)
h =
κ
∆T
1
S
∫∫
∂T
∂z
∣∣∣∣
paroi
dS, (6)
ou` κ est la conductivite´ thermique du fluide et S la surface de la paroi. On de´finit aussi les
coefficients de transfert adimensionne´s, les nombres de Nusselt local et moyenne´ :
Nu =
hd
κ
, (7)
Nu =
hd
κ
. (8)
Les re´sultats pre´sente´s a` la figure 5 montrent des amplitudes en nombre de Nusselt impor-
tantes. La modifications des structures convectives (figure 4) provoque une modification de la
re´partition des zones a` fort et bas flux de chaleur. La figure 4 montre que la re´partition de ces
zones suit la meˆme re´partition que les zones de fortes et basses vitesses. A cause des mouve-
ments convectifs, il est possible que le nombre de Nusselt soit plus petit que l’unite´, contraire-
ment au Nusselt moyenne´.
Cependant, meˆme si le Nu moyenne´ est re´duit en pre´sence d’un champ magne´tique, il reste
du meˆme ordre de grandeur, comme le montre la figure 6. Cette figure pre´sente aussi nos
re´sultats en l’absence de champ magne´tique, cohe´rents avec les re´sultats de Rossby [14] et
Aurnou et Olson [6]. Cette modification des zones a` fort et faible flux de chaleur est impor-
tante dans les applications industrielles, par exemple de solidification d’alliages. Des variations
conse´quentes en flux de chaleur peuvent entraıˆner une anisotropie dans la structure finale du
mate´riau.
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Figure 6 : Nusselt moyenne´ sur la surface pour les quatre points de calcul. Les lignes pleines
et pointille´es repre´sentent les corre´lations Nu = f(Ra) de [6] et [14], obtenues sans champ
magne´tique. Les triangles verts repre´sentent des cas non magne´tiques simule´s a` titre de valida-
tion.
5. Conclusions
Les simulations montrent que les structures de l’instabilite´ de Rayleigh-Be´nard sont mod-
ifie´es lorsqu’un champ magne´tique vertical est applique´. Elles sont plus e´troites proche de
la stabilite´ marginale et s’e´largissent au fur et a` mesure que l’on s’e´loigne de cette stabilite´
marginale. Cette modification des structures est essentielle pour comprendre les transferts de
chaleur aux paroi. En effet, le transfert de chaleur est essentiellement convectif. Localement,
les zones de fort flux de chaleur suivent les zones de forte vitesse tangentielle a` la paroi. En
revanche le flux de chaleur moyen reste du meˆme ordre de grandeur par rapport au cas non
magne´tique. Il s’en trouve tout de meˆme le´ge`rement diminue´ car la composante advective de la
force de Lorentz est toujours oppose´e aux composantes horizontales de la vitesse.
Les prochaines e´tapes de ce travail consisteront en la simulation d’un bain soumis a` un champ
alternatif. Il est ne´cessaire de re´soudre l’e´quation de l’induction du champ magne´tique. Cette
situation sera repre´sentative des cas de chauffage par induction.
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